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Resume. Un groupe interpretable dans le mauvais corps vert est isogene a un 
quotient d'un sous-groupe d'un groupe algebrique par unc puissance du groupe 
vert. Un sous-groupe definissable d'un groupe algebrique dans un corps vert 
ou rouge est une extension d'une puissance du groupe colore par un groupe 
algebrique. En particulier, tout groupe simple definissable dans un corps colore 
est algebrique. 



Introduction 

La conjecture d'algebricite enoncee par Cherlin et Zilber afBrme que tout groupe 
simple infini Ki-categorique s'interprete comme un groupe algebrique sur un corps 
algebriquement clos. Cette conjecture donna naissance a une interaction entre la 
theorie des modeles et la theorie des groupes. 

Un mauvais groupe serait un contre-exemple a la conjecture de dimension mini- 
male. La dimension en question est le rang de Morley, c'est-a-dire le rang de Cantor- 
Bendixon de l'espace de types de la theorie sur un modele suffisamment sature. Un 
des premiers obstacles pour la caracterisation algebrique des sous-groupes de Borel 
(sous-groupes resolubles connexes maximaux) d'un groupe simple Ki-categorique 
fut l'existence eventuelle d'un mauvais corps : un corps de rang de Morley fini muni 
d'un predicat pour un sous-groupe multiplicatif propre et infini. Rappelons qu'un 
corps de rang de Morley fini est algebriquement clos et que dans le langage pur des 
anneaux le rang de Morley equivaut a la dimension de Zariski. 

L'existence d'un mauvais corps en caracteristique positive est improbable [17]. 
En caracteristique nulle, Poizat [14] utilisa la construction par amalgamation deve- 
loppee par Hrushovski [8, 9] pour introduire un corps de rang oj ■ 2 avec un predicat 
pour un sous-groupe multiplicatif de rang to, qui fut collapse dans [2] pour obtenir 
un mauvais corps. Par ailleurs, Poizat [14] construisit egalement un corps avec 
un predicat pour un sous-ensemble algebriquement independant, collapse dans [1], 
et [13] un corps de caracteristique positive avec un predicat pour un sous-groupe 
additif infini et d'indice infini, collapse dans [3]. Poizat nomma les predicats vert, 
noir et rouge, respectivement, les corps ainsi obtcnus (collapses ou non) s'appellent 
done les corps colores. 

L'etude des groupes definissables dans les corps colores fut entamee dans [5] ou 
les auteurs montrerent que tout groupe simple definissable est lineaire. Grace a 
[15], ils conclurent qu'un corps rouge n'admet pas de mauvais groupe definissable, 
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ct uii mauvais groupe definissable dans un corps vert serait un groupe lineaire 
constitue uniquement d'clcments semi-simplcs. Notons que les corps de rang de 
Morley fini eliminent les imaginaires ; pour les corps collapses on peut done rem- 
placer definissable par interpretable. Neanmoins les techniques utilisees n'ont pas 
permis l'etude des groupes abeliens. 

Dans cet article nous donnons une caracterisation des groupes definissables dans 
le corps vert collapse en montrant le resultat suivant. 

Theoreme A. Un groupe interpretable dans un corps vert collapse est isogene a 
un quotient d'un sous-groupe d'un groupe algebrique par un sous-groupe central qui 
est lui isogene a une puissance cartesienne du sous-groupe multiplicatif vert. 

Notre methode pour demontrer ce theoreme ne s'applique pas au cas rouge col- 
lapse : par exemple, a plusieurs reprises on utilise que les sous-groupes multiplicatifs 
connexes sont des tores et done dcfnissable sur 0. Dans le cas rouge, nous devrions 
traiter les sous-groupes additifs donnes par des p-polynomes. 

Le Theoreme A nous amene naturellement a etudier les sous-groupes definissables 
d'un groupe algebrique. Nous les caracterisons non seulement pour le mauvais corps 
vert de [2], mais en general pour tous les corps colores, quels que soient leurs couleur 
ou rang. 

Theoreme B. Dans un corps colore, tout sous-groupe definissable d'un groupe 
algebrique est V extension d'une puissance du sous-groupe colore par un groupe 
algebrique. En particulier, il n'interprete pas de mauvais groupe. 

Les corps colores peuvent etre consideres comme une fusions de deux structures 
fortcment minimales par amalgame de Hrushovski [8]. Hrushovski construisit ces 
fusions dans le cas ou le reduit commun est l'egalite; dans le cas ou le reduit 
commun est un espace vectoriel sur un corps fini, cette construction est due a 
Baudisch, Martin Pizarro et Ziegler [4]. 

Hrushovski affirma que tout groupe definissable dans la fusion de deux theories 
fortement minimales sur l'egalite est isogene a un produit direct de deux groupes, 
chacun definissable dans l'une des theories initiales. II ne donna pas de preuve, 
ct on n'en trouve qu'une esquisse dans [7, Claim 3.1]. En nous inspirant de la 
preuve qu'aucun groupe infini n'est definissable dans une theorie plate, nous don- 
nons une demonstration complete de ce resultat, et nous caracterisons, modulo un 
sous-groupe central, les groupes definissables dans une fusion sur un espace vecto- 
riel. 

Theoreme C. (1) Dans une fusion sur l'egalite, tout groupe definissable est 
isogene a un produit direct de groupes definissables dans les theories de base. 

(2) Dans une fusion de deux theories T\ et Ti fortement minimales sur un ¥ p - 
espace vectoriel commun, un groupe definissable est, modulo un sous-groupe 
central, une extension d'un ¥ p -espace vectoriel par un produit d'un groupe 
T\- definissable et un groupe T 2 - definissable. 

1. Preliminaires 

Dans cette partie nous rappelons des resultats portant sur les groupes stables 
qui seront utilises ensuite. 
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Definition 1.1. Soit un groupe G stable, un ensemble A de parametres ct un 
element g de G. Le stabilisateur de g dans G sur A est le sous-groupe defini par 

Stab(g/A) = {heG : 3x\= stp(g/A) (x h A hx \= stp(g/A) A hx X x)} 

A A 

Le lemme suivant est du a Ziegler dans le cas abelien [18, Theorem 1]. 

Lemme 1.2. Soit H un groupe stable et h,h' e H tels que h, h' et hh' sont deux- 
d-deux independents sur un ensemble A. Chacun des elements a un stabilisateur 
(a gauche) connexe et I 'element est generique dans un translate (a droite), qui est 
definissable sur acl oq (A). De plus, les trois stabilisateurs sont conjugues. 

Demonstration. Nous travaillons sur acl oq (A) pour que les types soient station- 
naires. En remplagant le rang de Morley par chaque rang local stratifie D dans la 
preuve de [12, Lemme 2.3], il suffit de verifier l'inegalitc 

D(ti) < L>(Stab(/i')), 

pour la premiere partie. 

Soit h" \= tp(h/hh') avcc h" h', hh'. Les independances h" h, h' et h' h 
donnent h' J_, h, h" et alors 

ti l h"- x h. 

De meme, on verifie que 

h' X ti'^hti. 

Comme h, hh' = h" , hh' , on a h, hi = h" , h"~ 1 hh' ; en particulier, 

h"- x hh' = h'. 

On a done h"~ x h e Stab(^). 
Notons que 

D(h) = D(h/h') = D{hh'/h') = D(hh') = D(hh'/h) = D{h'/h) = D(h'). 
Ainsi, 

Diti'^h) > D{h"- X hlh") = D(h/h") = D(h) = D(h'), 

cc qui donne l'inegalite D(Stab(fc')) > D(h'). 
On voit facilement que 

Stab(M') = Stab(hh'/h') = Stab(h/ti) = Stab(/i) 

et 

Stab(hh') = Stab(hti/h) = h St&h{ti /h)^ 1 = h Stab^')^ 1 . 

□ 

Definition 1.3. Soient G et H deux groupes. Un sous-groupe S de G x H est une 

endogenic de G dans H si 

- la projection sur la premiere coordonnee est un sous-groupe Gs d'indice fini, 
et 

- le co-noyau coker(5') = {h E H : (1, h) <E S} est fini. 

Une endogenic induit done un homomorphisme de Gs dans Nh (coker(S , ))/coker(S'). 
Unc isogenic de G vers H est une endogenie de noyau fini et dont l'image (la 
projection sur la deuxieme coordonnee) est d'indice fini dans H. 
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Fait 1.4. Soient G et H deux groupes stables, un ensemble A de paramctrcs et un 
element (g, h) G G x H . Si h est algcbrique sur A, g et si g est generique sur A dans 
lc translate gN d'un sous-groupe N de G alors Stab(g, definit une endogenie 
de N dans H. Si de plus g et h sont A-interalgebrique et /i est generique sur A dans 
lc translate gHi d'un sous-groupe i/i de H alors on obtient une isogenie de N vers 
Hl 

Soit T une theorie stable avec un reduit T qui a elimination geometrique des ima- 
ginaires. On utilisera l'indice pour denotcr l'independance et la cloture algebrique 
au sens du reduit To- Pour la classification des groupes dcfinissables dans les parties 
suivantes, le resultat [5, Lemme 3.4] sera utilise a plusieurs reprises. 

Fait 1.5. Soient G un groupe connexe type-definissable sur dans T et une suite de 
Morlcy D du generique de G que Ton ajoute au langage. Soient a, b deux gencriqucs 
independants de G, et 

ai = aclo(acl(6), acl(afr)) n acl(a), 

b\ = aclo(acl(a), acl(o6)) n acl(6), 

ab\ — aclo(acl(a), acl(6)) n acl(a6), 

ou abi nc signifie pas le produit de a par b\, mais Tuple obtenu a partir du point 
ab par rapport aux points a et b. 

Alors oi, bi et ab\ sont independants deux-a-deux, chacun est O-algebrique sur 
les deux autres, et en plus 

acl(6), acl(ab) acl(a). 

ai 

Remarque 1.6. En particulier, il existe un groupe connexe O-interpretable dont 
son generique est O-interalgebrique avec oi. 

2. Die liebe Farbe 

Dans cette partie nous rappelons quelques proprietes du mauvais corps obtenu 
dans [2] qui seront utilisees pour la demonstration du theoreme A. II s'agit d'un 
corps K algcbriqucment clos do caractcristiquc nullc muni d'un sous-groupe proprc 
multiplicatif divisible et sans torsion, note U et colore en vert, tel que KM(K) = 2 
et RM(C/) = 1 (oil KM(X) designe le rang de Morley de X). On peut alors voir 
U comme un Q-espace vectoriel qui est fortement minimal avec toute sa structure 
induite. Nous travaillons dans un langage relationnel, a l'exception de la loi du 
groupe multiplicatif et, pour chaque q € Q, de la multiplication lineaire par q sur 
les elements verts. A l'clcmcnt zero pres, nos structures sont done des groupes 
multiplicatifs (qui se plongent dans un corps de caracteristique nulle) dont le sous- 
groupe vert est divisible sans torsion. Pour deux structures iC B avec B finimcnt 
engendrec sur A on definit une prcdimension relative 

S(B/A) = 2 dcgtr(B/A) - dimlm q (U{B)/U(A)) ; 

lorsquc A est vide, on l'omet. On dit que A est autosuffisante dans B, note A < B, 
si 5(B /A) > pour tout A C B C B. La sous-modularite de la predimension 
donne que l'intersection de deux sous-ensembles autosufBsants Test aussi. 

L'extension A < B est minimale s'il n'y a pas de structure intermediaire Bq 
autosuffisante dans B. 

Le corps K est caracterise par les conditions suivantes : 
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- 6(A) > pour tout A C K finiment engendree. 

- Si A < K et A < B est une extension minimale , alors il existe un plongement 
de B dans K sur A avec image autosumsant. 

-SiA<KctA<B avec S(B/A) = 0, alors il n'y a qu'un nombre fini de 
plongements de B dans K sur A. 
Etant donnee A C K, la plus petite sous-structure autosuffisante de K contenant 
A est sa cloture autosuffisante (A), qui est algebrique sur A dans la theorie T du 
mauvais corps K. Si A est finiment engendree alors (A) Test aussi. De plus, 

RM(a/C) = U(a/C) = 5((aC)/(C)), 

oil U denote le rang de Lascar (qui est egal au rang de Morley dans tout groupe de 
rang de Morley fini). 

L'independance au sens de T est caracterisee de la maniere suivante : soient a, b 
deux uples et C un ensemble algebriquement clos, alors 

a J, b O {aC) X (bC), (abC) = (aC) ■ {bC) ct t)({abC)) = U((aC)) ■ U((bC)) 
c c 

ou l'indice fait reference au reduit au pur langage des anneaux, et done a la theorie 
T des corps algebriquement clos de caracteristique 0. En particulier, l'independance 
au sens de T sur un ensemble algebriquement clos cntraine l'independance au sens 
de T . De plus cette caracterisation de l'independance permet de montrer [5] que 
T est relativement CM-triviale au-dessus de T par rapport a Poperateur (.}. 
On utilisera ponctuellement la remarque suivante 

Remarque 2.1. Soient X c Y deux ensembles autosuffisants et Z C acl(X) 
autosumsant tel que Y n Z = X. Alors, Y ^ x Z. 

Demonstration. Par le caractere local de la deviation, on peut supposer que Z est 
finiment engendre au-dessus de X. Or, comme Z est T-algebrique sur X, on a 
S(Z/X) = 0. La sous-modularite de la predimension nous donne que 

< S(Z/Y) < S(Z/Z n Y) = S(Z/X) = 0. 

En particulier, on a Z x Y. □ 

On appelle base verte d'une sous-structure autosuffisante A de K toute base 
lineaire de U(A). Terminons par quelques remarques utiles sur le corps K : 

Remarque 2.2. (1) Si une sous-structure X est autosuffisante, alors acl (A) 
Test aussi et ne contient pas de nouveaux points verts. 

(2) Soit A une sous-structure autousuffisante et b un element T-algebrique sur 
A. Alors il existe B finiment engendre sur A contenant Ab tel que 5(B/A) = 
0. Si x est une base verte de B sur A alors degtr(_B/A) = degtr(x/^4) = 
\x\/2. En particulier, B est 0-algcbriquc sur ses points verts et A. Done, si 
A est vert, onaJSC aclo(t/(£>)). 

(3) Tout point x de K est la somme de deux points verts. De plus, il n'y a 
qu'un nombre fini de couples verts (y, z) tcls que x = y + z. Soit B la 
sous-structure engendree par Pensemble des couples de points verts dont la 
somme est un point d'une sous-structure A fixee. Si A est autosuffisante 
alors B Vest egalement et B C acl(A). 
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3. CHERCHEZ LE TORE 

Dans cette partie nous allons demontrer le Theoreme A enonce dans l'introduc- 
tion. Pour cc fairc, nous allons decomposer le groupe en une partie O-algebrique 
et une partie O-transcendante. En utilisant cette decomposition, on construira un 
groupe algebrique. Finalement, on exhibera un homomorphisme non trivial de notre 
groupe vers une section du groupe algebrique construit . 

Rappelons qu'un corps de rang dc Morley fini elimine les imaginaires [16] et done 
tout groupe interpretable est definissablement isomorphe a un groupe definissable. 
En particulier le quotient K* /U est en bijection avec un groupe definissable. Helas, 
pour deux uples reels a et b en bijection avec deux generiques independants de 
K*/U, l'element a\ decrit dans le Fait 1.5 est vide. II s'avere done necessaire de 
faire une analyse plus precise des groupes definissables et cet exemple en est notre 
fil conducteur. 

Fixons alors un groupe infini connexe G interpretable dans le corps (K, U). Grace 
a l'elimination des imaginaires, on peut supposer que l'univers de G est reel. Nous 
ajoutons aux parametres de la theorie ceux necessaires pour definir G ainsi que la 
cloture algebrique d'une suite de Morley D du generique de G. Nous supposons en 
particulier que G est definissable sur 0. 

Prenons a, b et c trois points generiques de G independants, et posons 

ai = acl(a) (~l aclo(acl(6), acl(a&)). 

Alors ai est autosuffisant comme intersection de deux ensembles autosuffisants. Par 
le Fait 1.5 on a 

acl(a) acl(6), acl(a&). 

Ol 

Considerons un uple reel representant l'ensemble {a, a" 1 }. Alors a, a -1 et 
sont tous T-interalgebriques. Puisque (b,ab) et (c _1 , (ca) -1 ) ont le mcme type sur 
cle, on a egalement a\ — acl(o) n aclo(acl(c), acl(ca)) et 

acl (acl(c), acl(ca)) ^ acl(a). 

Ol 

La cloture autosuffisante (a, a -1 ) est une sous-structure finiment engendree et T- 
algebrique sur cle- Choisissons alors un ensemble fini Q de generateurs de (a, a -1 }, 
que Ton peut supposer T-definissable sur og. Par la Remarque 2.2(3), Tuple (fini) 
a 2 constitue de tous les couples de points verts dont la somme est un point de est 
aussi T-definissablc sur a#. De plus, l'uple a est O-definissable sur a 2 et a 2 engendre 
une sous-structure verte autosuffisante incluse dans acl(a). 

En utilisant la definissabilite de a 2 sur cie et le fait que (b, ab) = aE (c _1 , (ca) _1 ), 
on decompose de la meme fagon les points 6, ab, c, ca et cab. Posons 

A 1 = acl ((ai, a 2 , b\, b 2 , abi,ab 2 )) A 2 = acl ((ai, a 2 , ci, c 2 , ca\, ca 2 )) 

A 3 = acl ((&i, b 2 , coi, ca 2 , cab\, cab 2 )) A 4 = aclo((a6i, ab 2 , c\, c 2 , cab\, cab 2 )), 

ou la multiplication est prioritaire sur les indices : par exemple ca&i signifie {cab)\ 
et ab 2 signifie {ab) 2 ). Par la Remarque 2.2(1), les sous-structures A 1 , A 2 , A 3 et A 4 
sont toutes autosuffisantes. 

Lemme 3.1. L'uple a' — acl(a) CiA 1 est autosuffisant et contient a\ et a 2 . De plus 
a est O-algebrique sur a' qui lui est O-algebrique sur sa base verte. Enfin le degre de 
transcendance degtr(a'/ai) est fini. 
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Demonstration. Puisque a 2 C a' C acl(a 2 ), on a S(a'/a 2 ) = 0. Par la Remarque 
2.2(2), Tuple a' est 0-algebrique sur sa base verte. Enfin, puisque 

acl(a) ^ acl(6), acl(afe), 

Ol 

on a l'inegalite 

degtr(a'/ai) = degtr(a'/oi, &i, b 2 , ab\, ab 2 ) < degtv(A /a\, b\, b 2 , ab\, ab ). 

Le degre de transcendance degtr(A 1 /ai, b\, b 2 , ab\, ab 2 ) est fini car a 2 , b 2 et ab 2 sont 
finis et aclo(ai, bi, ab\) — acl (ai,6i) est autosuffisant. □ 

Notons de plus que a' = acl(a) n A 2 . 

Lemme 3.2. 

A 1 1° acl(a), A 1 ^ A 2 et A 1 f A 2 , A 3 

a' a' a' .b' 

Demonstration. La premiere independance suit de la Remarque 2.1. 

Comme A 1 \ „ . A 2 , on a A 1 1° „ , A 2 et done A 1 1° , A 2 par transitivite. 

^-^acl(a) 7 acl(a) ^-^ a' r 

Pour la derniere O-independance, verifions d'abord que 

A 1 f acl(a) -acl(fe), 

o'-6' 

ou acl(a) • acl(6) denote la structure engendree par acl(a) et acl(6) ; de meme pour 
a'-b'. Elles sont toutes les deux autosumsantes car a et & sont independants. Suite a 
la Remarque 2.1, il suffit de montrer que A 1 n (acl(a) • acl(6)) = acl (a' • b'). Comme 
acl(a) • acl(6) C acl(a' • 6'), l'ensemble A 1 n (acl(a) • acl(&)) est 0-algebrique sur ses 
points verts et a' ■ b' par la Remarque 2.2 (2). Puisque son degre de transcendance 
sur a'-b' est fini, sa base verte e Test aussi. Par hypothese e = e a -eb avec e a € acl(a) 
et efc e acl(6). Notons que 

e t a ,. b , e a car A 1 J° a , acl(a), 
e ^ a ,. 6 - e 6 car ^ 2 ^ a ,acl(a), 
e a J^ a , fe , ej car acl(a) acl(6) par independance au sens de T. 

Done e est le generique d'un translate d'un sous-groupe connexe multiplicatif d'apres 
le Lemme 1.2. Un tel sous-groupe de (K*) n est un tore, defini par des relations Q- 
lineaires. La dimension lineaire d'un point generique coincide done avec le degre de 
transcendance [10]. 

Notons que <5(e/acl (a' • b')) = SiA 1 n (acl(a) • acl(6))/ acl (a' • b'j) = 0. Ainsi 

= S(e/ acl (a' • &')) = 2 degtr(e/o', b') - dimlin Q (e/ acl (a', b')) = degtr(e/a', b'), 

et done e G aclo(a' -b'). 

Pour terminer, observons que si on a une relation 0-algebrique entre A 1 et A 2 , A 3 , 
cette relation se produit au-dessus d'une partie finie D' de la suite de Morley D fixee 
au depart. Cela donne une relation 0-algebrique entre les A' 1 et A' 2 , A' 3 correspon- 
dants. Mais alors on peut envoyer c sur un element de D\D' pour obtcnir une copie 
de A' 2 A' 3 au-dessus de A' 1 dans acl(a), acl(6). Done cette relation 0-algebrique se 
produit deja entre A 1 et acl(a) • acl(&). □ 

Par le Lemme 3.1, choisissons un uple fini ai de points verts de a' maximal 0- 
transcendant sur a±. L'ensemble a — (a\a2) < a' est T-algebrique sur a. Notons 
que a' ainsi que Set o sont 0-algebriques sur a\a2- 
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Avec les memes notations pour chacun des points, on obtient la T-configuration 
de groupe suivante : 

a 




Notons que nous avons remplace chaque point du groupe G par une base verte 
au-dessus des points provenant du Fait 1.5. Nous allons modifier (une partie de) 
cette configuration de groupe arm de construire un groupe O-interpretable. 

On considere les clotures autosuffisantes des droites du diagramme precedent. 

Ai = acl ((a, b, ab)) A 2 = aclo ( {a, c, ca) ) 
A3 = aclo ((6, ca, cab)) A4 = a,clo((ab,c,cab)). 

Notons que l'ensemblc AiAj est autosuffisant, car Ai et Aj sont T-indcpcndants 
au-dessus du point a l'intersection de ces deux droites. Le Lemme suivant montrc 
la meme propriete pour chaque triplet de droites. 

Lemme 3.3. L'ensemble AiA 2 A 3 est autosuffisant. De plus, 

A, X° A 2 et A 1 ^A 2 ,A 3 . 

a a,b 

Demonstration. Du fait que a et a' sont O-interalgebriques, le Lemme 3.2 implique 
les independances. 

Montrons que A±A 2 A3 est autosuffisant : la sous-modularite de la predimension 
entraine que 

< 6{A 2 /A 3 ) < S(A 2 /A 2 n A 3 ) = 5(A 2 /ca) 
= 6((a,c,ca)/ca) = S(a-ca/ca) = 5(a) = RM(G), 
puisque A3 est autosuffisant et 6((a,c,m) /a ■ ca) = 0. Done 

£(^3) < S(A 2 /A 3 ) + S(A 3 ) < RM(G) + <5({55,ra6,^) 
= RM(G) + 5(ab • c) = 3 RM(G). 

De plus, 

SiAt/AiAs) < 5(Ai/Ai n A 2 A 3 ) = 6{Ai/a ■ b) = 0, 
d'ou S(Ai A 2 A 3 ) < 3RM(G). Notons que l'ensemble A X A 2 A 3 contient deja les 
points generiques independants a, b et c qui ferment un uple autosuffisant de 
predimension 3RM(G). Done A\A 2 A3 est autosuffisant. 

□ 

Pour la suite, nous choissisons une base verte adequate de a sur a\a 2 pour ga- 
rantir que les homomorphismes de groupes seront generiques. 

Lemme 3.4. II existe une base verte t a de a sur a\a 2 qui est O-transcendante sur 
01. 
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Demonstration. Soit t a une base verte quclconquc dc a sur a\a,2- Comme a\ est 
autosuffisant, toute sous-structure de a engendree par n elements de 02, t a sur 01 a 
degre de transcendance au moins n/2 sur a\ . On peut alors transformer lineairement 
les elements de t a avec les points de 02 pour que t a soit egalement O-transcendant 
sur a\. □ 

Notons que t a est aussi O-algebrique sur a\a,2- Nous obtenons des bases vertes 
comme ci-dessus pour chaque point du diagramme. Les independances 

acl(6) J° acl(ab) et acl(o) acl(6), acl(afe) 

01 

impliquent que 02, 62, 062, t a , ifc, iab est une base verte dc a ■ b ■ ab sur a\ ■ b\ ■ ab\. 
On la complete avec une base verte t\ (au-dessus dc a ■ b ■ ab) de la droite A\. On 
fait de meme pour chacune des droites A^. Nous allons transformer ces bases afin 
d'obtenir des uples satisfaisant les conditions du Lemme 1.2. 

Lemme 3.5. Les uples 

,1 _ tc ,1 _ tea , ,1 _ t c 

l a — 7 ! £> ~ 7 ' l ab — -. 

Lea ^cab ^cab 

satisfont 

(1) t' a -t' b = t' ab ; 

(2) t' a est O-transcendant sura,ca et de meme sura,c. 

Demonstration. L'egaliteest evidente. Comme t c J^ c a, ca et t c est O-transcendant 
sur ci , il Test aussi sur a, ca. Puisque t ca G acl (ca) on voit que t' a est O-transcendant 
sur a, ca. □ 

Proposition 3.6. On peut transformer lineairement les uplets ti de fagon que 

(1) t 1 -t 4 =t 2 - h, 

(2) ti est O-algebrique sur les points de la droite Ai et la droite A t est 0- 
algebrique sur ses trois points, 

(3) M + \t c \ = |c 2 | et U(c/ Cl ) = S(c/a) = \t 2 \, 

(4) t2 est O-transcendant sur a, c,t' a etsura,ca,t' a (et de meme pour t$ ettn), 

(5) t2 est un uple vert T-generique sur a. 

En particulier, les uples a, c, t' a et t 2 sont O-independants. De meme pour a, ca, 
t' a et t 2 ■ 

Demonstration. D'apres le Lemme 3.3, l'ensemble A1A2A3 est autosuffisant. Comme 
il contient ab, c et cab, il doit contenir (ab, c, cab). En particulier, la base verte de A4, 
qui Test aussi de {ab,c,cab}, est combinaison lineaire des points verts de A1A2A3. 
Par les independances du Lemme 3.3, il suit que pour tous i,j,k G {1,2,3,4} 
distincts 

ti tj , tk ■ 

a,b,ab,cab,'c.ca~ 

A transformation lineaire pres, on peut supposer que 

t\-ti=t2- ts 

dans le groupe (if*)'* 1 ', ce qui montrc (1). 



10 



THOMAS BLOSSIER, AMADOR MARTIN-PIZARRO ET FRANK O. WAGNER 



Par le Lemme 1.2 applique a *i, t 2 ■ *3 et *4 au-dessus de a,b,ab,cab,c,ca, on 
obtient que le 0-type de t\ sur aclo (a, b, ab, cab, c, ca) est generique dans un translate 
dcfinissable V sur acl (a, 6, a6, cab,c,ca) d'un tore de (X*)!' 1 !. Puisque 

*i cab,c,ca, 

a,b,ab 

le translate V est definissable sur aclo (a, 6, ab) . Or, pour tout translate d'un tore, 
sa dimension de Zariski correspond a la dimension lineaire multiplicative du point 
generique. D'ou 

degtr(*i /a, b, ab) = dimlhiQ(ti/ aclo(a, b, ab)) = 5(ti/ aclo(a, b, ab)). 

Comme *i e A\ = aclo((a, b, ab)), sa predimcnsion S(t\/ aclo(a, b, ab)) est negative 
ou nulle et done *i € aclo (a, b, ab). Par ailleurs, la droite A\ est 0-algebrique sur ses 
points verts au-dessus de a\, b\ par la Remarque 2.2(2) et done A\ est 0-algebrique 
sur les trois points de la droite. D'ou il suit (2). 

Pour (3), posons n = degtr(A 2 /a, ca). Du fait que (5(A 2 /a • ca) = et que a ■ ca 
est autosumsant, la base verte C2,t2,t c de A 2 sur a ■ ca est de longueur 2n. Par (2) 
on a 

A2 = aclo (c, a, ca) = aclo (02, a, ca). 
Du fait que c c a, ca Tuple c 2 reste O-transcendant sur a, ca et un calcul de 
predimension donne que 

= S(c 2 ,t 2 ,t c /a,ca) = 2 degtr(c 2 /a, ca) - |c 2 | - \t 2 \ - \t c \. 

Ainsi |i 2 1 + |* c | = \c 2 \- 

Comme c est autosufnsant, on a 

U(c/ci) = 5{c/a) = 2degtr(c/ci) - dimlinQ(c/ci) = 2|c 2 | - |c 2 | - |* c | = |* 2 |. 

Pour (4), supposons que les j — 1 premieres coordonnees * 2 ,i, . . . , *2,j-i de Tuple 
* 2 sont O-transcendantes sur a,ca,t' a et a,c,t' a . Par (3), Tune des coordonnees z 
de c 2 est O-transcendante sur a, ca, t' a , f 2 ,i, . . . , *2,j-i- Si * 2 ,j est 0-algebrique sur 
a, ca, *„, *2,i, • • • , *2,j-i alors t 2 ,jZ est lui O-transcendant. De plus si t 2 ,j etait 0- 
transcendant sur a, c,t' a ,t 2 ,i, ■ ■ ■ ,t 2 ,j-i, l'element t 2 jz Test toujours. 

Afin de conserver Tegalite *i • *4 = t 2 ■ *3, on multiplie *4j par z. Notons que 
si *4j etait O-transcendant sur ab,c,t' ab ,t^i, . . . ,t^j^x, alors * 4j z Test toujours. 
Enfin, si *4 ; j etait O-transcendant sur ab,cab,t' ah ,t^,\, . . . , * 4 j-i mais *4 J z devient 
0-algebrique, alors *4jZ 2 est a nouveau O-transcendant, ainsi que t 2 jz 2 sur les points 
correspondants. Le resultat suit par induction. 

Pour (5), comme a et c sont T-independants, on a 

Cl 

Par (3), unc des coordonnees z de C2 est T-transcendante sur a, *2,i, . . . , *2,j-i 
pour j < |*2 1 . Si *2,j est T-algebrique sur a, * 2 ,i, . . . , *2,j-i, l'element *2,j-z" est T- 
transcendant sur a, * 2 ,i, . . . , *2,j-i pour tout n > 0. Comme * 2j - est O-transcendant 
sur a,ca, t' a , (* 2 ,j : i 7^ j), il y a au plus un n pour lequel t 2 .jz n est 0-algebrique sur 
a,ca,t' a , (*2,i : i 7^ j). De meme pour t^jz n au-dessus de ab,cab,t' ab , (* 4 ^ : i 7^ j). 
II existe done un n commun permettant de preserver (1) et (4). On conclut par 
recurrence. 

La derniere remarque suit du Lemme 3.5 et du point (4). □ 
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Corollaire 3.7. La droite A 2 est O-algebrique sur a,c,t' a ,t2 et les points c et ca 
sont O-interalgebriques sura,t' a ,t 2 . 

Demonstration. D'aprcs la Proposition 3.6(2), la droite A 2 est O-algebrique sur 
a,c,ca et done sur a,c,ca 2 . Par la Proposition 3.6, Tuple t' a ,t2 est O-transcendant 
sur a, c. On en deduit que 

degtr(A 2 /a,c) = degtr(ca 2 /a, c) = \ca 2 \ = \t' a \ + \t 2 \ = degtr(t' a ,t 2 /a,c), 

d'ou A 2 = a,c\ (a,c,t' a ,t 2 ) et en particulier ca £ aclo(a,c, t' a ,t 2 ). Par symetrie, 
c £ acl (a,ca, t' a ,t 2 ). □ 

On pose 

a = acLj (c, ca) n aclo (a, t' a , t 2 ) , 
(3 = aclo (ca, ca6) n aclo (6, 4, *3)> et 
7 = aclo(ca6,c) n aclo(a6, t' ab , £4). 
Proposition 3.8. he diagramme 



a 




est une 0- configuration de groupe. 

Demonstration. Remarquons que a\,t' a £ a et de meme pour les autres points de 
la droite A\. Montrons d'abord que 

(*) A 2 i° b,t' b ,t 3 ,ab,t' ab ,t 4 . 

a 

Le Lemme 3.3 donne l'independance A 3 ,A^ ^__A 2 . Celle-ci entraine 

b, t b ,t 3 ,ab,t' ab ,t 4 f_A 2 

c,ca 

et done Cb(6, t' b , t 3 , ab, t' ab , ti/A 2 ) £ aclo(c, ca). 

II reste a montrer que Cb(6, t' b , t 3 , ab, t' ab , ti/A 2 ) £ aclo(a, t' a , t 2 ), e'est-a-dire 

b,t' b ,t 3 ,ab,t' ab ,U f A 2 . 

a,t' a ,t2 

Comme A 3 J^- A x on a ca, t' b ,t 3 J^^i- Puisque b, ca et t' b ,t 3 sont 0-indepen- 
dants par la Proposition 3.6, il suit que ca, t' b , t 3 A\ et 

(t) ca£t' b ,t 3 . 

L'independance A 3 J^^_Ai,A 2 entraine 

*6'*3 X c,t' a ,t 2 . 
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En combinant cette derniere indepcndancc et (f) on obtient t' b ,t 3 ^ A c, t ^ , 1 2 et 
done 

AM 1° c. 

A!,t' a ,t 2 

Comme t\ ■ t± — t 2 ■ t 3 et t' a ■ t' b — t' ab , on a 

(t) t'ab,U 1° C. 

Ai,t' a ,t 2 

Ensuitc A 2 J_°_A implique c A ce qui entraine avec ($) 

Ct (1 ,1 a . [2 

Par le Corollaire 3.7, 

^2 Ai,i^,,t 4 . 

a,t' a ,t 2 

A nouveau les identites f 1 • £4 = t 2 ■ t 3 et t' a -t' b = t' ab donnent 

b, t' b ,t 3 ,ab,t' ab ,t 4 J? A 2 , 

a,t' a ,t 2 

ce qui entraine (★). 

Nous allons maintenant verifier que les points et les droites du diagramme satis- 
font les relations d'une O-configuration de groupe. 
L'independance (*) entraine 

c, ca X b,t b ,t 3 ,ab,t' ab ,t 4 , 

a 

ce qui implique 

c,ca J? P,r, 

a 

e'est-a-dire les droites a, 0, 7 et a,c,ca sont O-independants sur leur intersection. 
Par symetrie, chaque autre droite est O-indcpendante de a, (3, 7 sur l'intersection. 

L'independance de deux droites differcntcs de a,/?, 7 sur leur intersection suit 
du Lemme 3.3. 

D'apres le Corollaire 3.7 applique aux droites At et A3, on a cab G acl (a6, c, t' ab , t 4 ) 
et ca G aclo (b, cab, t' b , t 3 ) , ce qui implique ca G aclo (b, cab, t b , t 3 , ab, c, t' ab , ti) . Par (*) 
on conclut 

ca G aclo (a, c). 

De meme, c G aclo (a, ca). Done a, c et ca sont deux-a-deux O-interalgebriques sur 
le troisieme. 

Par la Proposition 3.6, 

a,t' a ,t 2 et a,t' a ,t 2 £ca. 

Ainsi ce, c et ca sont deux a deux O-indcpcndants. Cela montre les proprietes pour 
la droite a,c,ca. Par symetrie, on obtient les memes proprietes pour les droites 
/3, cab, ca et 7, cab, c. 

Pour la droite a, /3,7, l'independance A2 -A3 implique a /?. Comme 

CCL CQj 

a X ca on a a f3. Les points ce, /? et 7 sont done deux-a-deux O-indcpendants. 
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De plus c, ca j3, 7 et ca& G aclo(/3, ca) impliquent 

7 c, ca, cao. 

a,/3 

D'ou 7 € aclo(a, /?). 

II s'agit bien d'une O-configuration dc groupe. 

□ 

Le theoreme de la configuration de groupe [6] nous donne, sur quelques para- 
metres independants qu'on ajoute au langage, un groupe To-defmissable 0-connexc 
H et des elements generiques independants h,h' e H tels que a est O-interalgebriquc 
avec h, ainsi que (5 avec h', et 7 avec hh'. Par contre h et h' ne sont pas necessairement 
T-independants, et leur T-type n'est pas forcement generique dans H. 

Pour la suite, nous utiliserons le rapport entre h et le generique a du groupe G 
de depart. 

Lemme 3.9. Les uples h et t' a ,t 2 sont O-interalgebriques sur a, et a,t 2 sont T- 
algebriques sur h. Enfin, 

c,ca a,t' a ,t 2 . 
h 

Demonstration. Comme a et h sont O-interalgebriques, il suffit de demontrer le 
lemme pour a a la place de h. 

Par definition, l'uple a est dans aclo(a, t' a , t 2 )- Reciproquement, par la Proposi- 
tion 3.6, l'independance c ^-t' a ,t 2 donne c t' a ,t 2 . D'oii 



a, a 

car c et ca sont O-interalgcbriques sur a. Comme t' a ,t 2 G acl (a, c, ca) , on conclut 
que 

4, £2 G aclo(a, a). 
Remarquons maintenant que la Proposition 3.6 entraine egalement 

c,ca X a,t' a ,t 2 . 

a 

Comme c et ca sont T-independants, l'ensemble c-ca est autosuffisant, ainsi que 
aclo (c,ca). Done (a) est dans aclo (c, ca). Par l'independance precedente, on a 

(a) ^ a,t' a ,t 2 et c,ca ^a,t' a ,t 2 . 

a ( a ) 

Alors 

6(a,t' a ,t 2 /a) = 6(a,t' a ,t 2 /(a}) = 6(a,t' a ,t 2 / ac\o(c,m)) = 0. 
On conclut que a, t 2 est T-algebrique sur (a), qui est elle T-algebrique sur a. □ 

Grace a cette interalgebricite, nous allons definir un morphisme entre G et lc 
groupe H construit. 

Posons r = \t' a \ et s = \t 2 \. Soit 

S = Stab {h,t' a ,t 2 /a) 
le O-stabilisateur de (h,t' a ,t 2 ) dans H x (K*) r+S . Puisque A 2 J^--4i implique 
h, t' a , t 2 X-b, ab, onaS = Stab (ft, t' a , t 2 /a,b, ab). 
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Lemme 3.10. Le point (h,t' a ,t2) est O-generique sur a dans le translate S-(h,t' a ,t2), 
qui est T -definissable sur aclo(a). En particulier, le stabilisateur S est connexe. 

Demonstration. Verifions que (h, t' a - l t'i) et (h',t' b ,t 3 ) satisfont les hypotheses du 
Lemme 1.2. Remarquons tout d'abord que 

{h,t' a ,t2)-(h',t' b ,t 3 ) = (hh',t' ab ,t 1 -t 4 ). 

Nous allons montrer 

(t) h,t' a ,t2,h ^_h',t' b ,t 3 , 

a,b,ab 

ce qui entraine en particulier h,t' a ,t2 J3- h', t' b , t 3 . Par symetrie, (f) donnc 
egalement hti , i^ 6 , i 4 , il i° 5>5 ^ h',t' b , t 3 et hh! , t' ab , U, h J? h,t' a ,t 2 ,ce qui per- 
met de conclure. 

Notons que l'independance A X A 2 ^ b _A 3 impliquc 

h,t' a ,h,t2 J? h',t' b ,t 3 . 

a,b,ab,ca 

Pour (f), il suffit maintenant de verifier que 

h,t' a ,h,t2 J? ca. 

a,b,ab 

Commei 2 J^_^4i , on a t f a , t 2 b, ah, t\. La Proposition 3.6 donne t' a , t 2 J^_ca 

et done t' a ,t 2 J^_b, ab,ca,ti. Comme h est O-algebrique sur a,t' a ,t2, on obtient 

h,t' a ,t 2 Xa,b,ri. tl m - Enfin Al ^a A2 d ° nnC *1 J^fc/Sb 5 "' 011 COnclut 

h,t' a ,ti,t 2 X ca. 

a,b,ab 

□ 

Comme la paire (t' a ,t2) est O-gcncriquc sur a, la projection de S sur les deux 
dernieres coordonnees est generique dans (K*) r+S , et done surjective par connexite 
de K*. 

Par la Remarque 1.6, il existe un groupe algebrique Hi (que Ton suppose defini- 
ssable sur 0) et des elements generiques independants h\,h[ E Hi tels que a\ est 
O-intcralgcbrique avec hi, ainsi que 61 avec h'i, et abi avec h\h\. Comme ai est 
contenu dans a, on a hi G aclo(ft-). Par le Fait 1.4, on obtient une endogenic 4> de 
H sur Hi definissable dans le langage de pur corps. Denotons par N la composantc 
connexe dans To de ker(0). 

Comme h est O-generique dans H, il est O-generique dans le translate Nh sur 
son parametre canonique, qui lui est O-interalgebrique avec <p(h) = hi et done avec 
ai. Comme h est O-algebrique sur c, ca et 

c, ca J° a, 

ai 

on conclut que h est O-generique dans Nh sur a. De plus, la O-interalgebricite entre 
h et t' a ,t2 sur a entraine par le Fait 1.4 que le stabilisateur S induit une isogenie 
To-definissable entre N et (K*) r+S . Ainsi, le sous-groupe N est l'enveloppe To- 
definissable de sa torsion, car e'est le cas de (K*) r+S . Comme H normalise N, il 
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normalise la n-torsion de N pour tout n < u>. Celle-ci est finie et done fixee puisque 
H est 0-connexe. Le groupe H centralise toute la torsion de N et N < Z(H). 

Lemme 3.11. Le stabilisateur S est T - definissable sans parametres et ne depend 
pas de a. 

Demonstration. Considerons le stabilisateur 5" = Stabo(/i', ij,, £3/6), qui induit 
egalement une isogenie <f>' de N sur (K*) r+S . Celle-ci est r -dennissable sur b. 
Mors, le groupe N x (K*) r+S est isogene via (ft M [K ,y+s) a (K*) r+S x (K*) r+S . 
L'image de S par (ft , id(^*)r+s) est un sous-groupe connexe O-algebrique d'un tore 
et done definissable sans parametres. Comme S est connexe, il est T -definissable 
sur b. Puisque a et b sont O-independants, il est Xb-definissablc sur 0. □ 

Rappelons que ti est un uple vert generique sur a par la Proposition 3.6(5). II 
sc pcut que Tuple {ti,t' a ) ne le soit pas. Cependant, nous allons modifier h pour 
supprimer t' a . 

Comme S est une isogenie, il existent ho, h' € N tels que (ho, t' a , 1) et (h' , t' b , 1) 
sont dans S. Alors, l'element (hoh' ,t' ab , 1) € S car t' a ■ t' h = t' ab . On pose k = hh^ 1 
ct k' = h'h'^ 1 . Le translate a droite 

s-(h,t' a ,t 2 ) = s-(k,i,t 2 ) 

est O-algebrique sur a par le Lemme 1.2. On obtient ainsi que k e aclo(a, t 2 ) car 
h est O-algebrique sur (a, t' a ,t 2 ) et (h,t' a ,t 2 ) est O-generique dans ce translate par 
le Lemme 3.10. De meme k' S aclo(b, H) et kk! e acl (a6, t 3 ). Comme S est une 
isogenie definissable sur 0, on a h € aclo(t„). De plus t' a € aclo(/i) et done 

k E aclo(/i) C aclo (c,ca). 

De maniere analogue, on deduit que kl G aclo(/i') G aclo(ca, cab) ct kk' G &c\o(hh') G 
acl (c, cafe). 

On verifie maintenant que k satisfait les proprietes analogues a celles de h. 
Lemme 3.12. L 'intersection 

aclo (c,ca) fl aclo (a,t 2 ) = aclo(fc). 

De plus 

c,ca a,t 2 . 
k 

Enfin, k et t 2 sont O-interalgebriques sura, eta,t 2 est T-algebrique sur k. 

Demonstration. Les remarques prcccdcntes montrent que k G aclo(c, ca)naclo(a, t 2 ). 
Comme ai c aclo(/i) = aclo(c, ca) n aclo(a, t' a , t 2 ) et 

c,ca a,t' a ,t 2 , 
h 

le Lemme 3.6 donne : 

(a,c,ca,^,i 2 /ai) = degtr(c, ca/ai) + degtr(a,t' a ,t 2 /ai) - degtr(/i/ai) 
|a 2 | + |c 2 | + \ca 2 \ = \c 2 \ + \ca 2 \ + \a 2 \ + \t' a \ + \t 2 \ - degtr(/i/ai). 

Ainsi degtr(/i/ai) = r + s. Comme degtr(/i /cii) = degtr(£^/ai) = r ct kh = h, on 
obtient degtr(fc/ai) > s. Done, 

degtr(aclo (c,ca) fl aclo(a, t 2 )/a\) > s. 
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Pour verifier que degtr(fc/ai) = s, il suffit done de montrer que degtr(aclo (c, ca) (~l 
acl (a, t 2 )/ai) < s. Or, 

degtr(acl (c, ca) PI acl (a, t 2 )/ai) 

< degtr(c, ca/ai) + degtr(a, £2/01) — degtr(a, c, ca, £2/01) 
= |c 2 | + \ca 2 \ + \a 2 \ + |i 2 1 - \a 2 \ - \c 2 \ - \ca 2 \ = s. 

En particulicr, on a aclo (c, ca) n aclo (a, t 2 ) = aclo(fc, ai). Pour montrer que cette 
intersection est egale a acl (fc), verifions que a\ <E acl (fc). Comme degtr(/c/ai) = s 
et degtr(fc//ioai) = dcgtr(/i//i ai) = degtr(/i/ai) — degtr(/i /ai) = r + s — r = s, on 
a k a ho- La O-interalgebricite de ho et t' a et la Proposition 3.6 entraine a\ ho. 

Par transitivite, on a ho ai, k et done /io J3 fe °i- Puisque ai G aclo(/i), on conclut 
que ai e acl (fc). De plus, 

degtr(c, ca/k) — degtr(c, ca/ai) — degtr(fc/ai) = \c 2 \ + \ca 2 \ — s 

et 

degtr(c, ca/a, t 2 ) = degtr(c, ca, a, t 2 ja\) — dcgtr(a, t 2 /a\) 

= \c 2 \ + \ca 2 \ + \a 2 \ - \a 2 \ - \t 2 \ = \c 2 \ + \ca 2 \ - s, 

d'ou 

c,ca a,t 2 . 
k 

Le dernier enonce se demontre comme dans la Proposition 3.8 : on sait deja 
que k e aclo(a, t 2 ). Reciproquement, l'independance c, ca J^ fc a, t 2 et lc fait que 
t 2 E aclo (a, c, ca) impliquent t 2 e acl (a, k). 

Comme c • ca est autosuffisant, la cloture autosufBsante (k) est dans aclo (c, ca). 
Ainsi, 

(fc)J^a,t 2 et c,caj^a,* 2 - 

k (k) 

Alors, 

5{a,t 2 /k) — 5(a,t 2 /(k)) = S(a,t 2 / acl (c,ca)) = 0. 
On conclut que a et t 2 sont T-algebriques sur (fc), et done sur k. □ 

Soit 

S' = Stab (fc,t 2 /a) 

le O-stabilisateur de (fc, t 2 ) dans H x (K *) s . De fagon analogue aux Lemmes 3.10 et 
3.11, le groupe S' est T -definissable sans parametres et (k,t 2 ) est 0-generique sur 
a dans le translate S' ■ (k,t 2 ) 7 qui est T -definissable sur aclo(a). 
On pose 

r = {neiV :3teU s (n,t) eS'}. 

Alors S' induit une isogenie entre T et U s par la Proposition 3.6 (5). Comme N est 
central dans H, le groupe T Vest aussi. 

La proposition suivante termine la preuve du Theoreme A. 

Proposition 3.13. Le groupe G est isogene a un sous-groupe de H/T, oil le groupe 
H est algebrique et T est central dans H et isogene a une puissance du sous-groupe 
colore U. 
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Demonstration. On considere le stabilisateur 

S* = Stab(o, kT) 

de tp(a,fcr) dans G x (H/T). 

Notons d'abord que T ■ k — kT est la projection sur la premiere coordonnee de 
S'(k, t2)r\H xU s , car ti est vert. On a done fcr G acl(a), car (k, t2)S' est definissable 
sur acl(a). De meme kT € acl(6) et kkT e acl(a6). L'egalitc 

fcr • fcT = kkT, 

avec le fait que a et b sont deux generiques independants dans G nous permet par 
le Lemme 1.2 de conclure que (a, kT) est generique dans un translate de S* . 

Puisque a est generique dans G, qui est connexe, la projection de S* sur la 
premiere coordonnee est surjective. On en deduit que S* induit une endogenie de 
G dans H/T. 

Pour verifier que le noyau de ccttc endogenie est fini, il sufHt de montrer que a 
et fcr sont interalgebriques. Comme U est de rang de Lascar 1, on a U(T) = s et 
[/(fcr) > U(k) — s. Or, puisque t 2 est vert generique sur o, on a U(t 2 /a) = Ufa/a) = 
s. Puisque k et t 2 sont O-interalgebriques sur a, on obtient que U(k/a) = s. Ainsi 

[/(fcr) > U(k) -s = U{k/a) + U(a) - s = U{a) > U(kT). 

On a l'interalgebricite souhaitee. □ 

4. SOUS-GROUPES COLORES 

Le Theoreme A ainsi que le [5, Corollaire 4.3] nous amenent a etudier les sous- 
groupes definissables d'un groupe algebrique. Ceci s'avere simple, dans les cas col- 
lapse ou non : 

Theoreme 4.1. 

- Dans un corps rouge, tout sous-groupe definissable connexe d'un groupe alge- 
brique est une extension des points rouges d'un sous-groupe additif par un 
groupe algebrique. 

- Dans un corps vert, tout sous-groupe definissable connexe d'un groupe alge- 
brique est une extension des points verts d'un tore par un groupe algebrique. 

- Tout groupe simple definissable dans un corps colore est algebrique. 

- Dans le cas noir, tout groupe definissable est algebrique. 

Le dernier point a ete montre dans le cas non-collapse [13, Proposition 2.4] dont 
la preuve ci-dessous s'inspire. 

Demonstration. De fagon analogue a la partie 2, on notera T la theorie du corps 
colore et l'indice fera reference au reduit du pur corps algebriquement clos. 

Soit G un sous-groupe connexe definissable d'un groupe algebrique. Prenons deux 
generiques independants a et b et notons c leur produit. Alors (a) et (b) sont en 
amalgamc libre ; par hypothese c est O-algebrique sur a et b. Ainsi 

(c) C (acl (a, b)) C acl ((a,6)) = acl ((a) • (6)), 

par la Remarque 2.2(1) qui est valable pour tout corps colore (collapse ou non). 

Cela entraine que la base coloree t de (c) est une combinaison lineaire de r et s, 
les bases respectives de (a) et (b). On peut alors supposer que t — r ■ s dans le cas 
vert (ou t = r + s dans le cas rouge). Puisque (a, r), (b, s) et (c, t) sont deux-a-deux 
independants et que r est T-algebrique sur a, d'apres le Lemme 1.2 et le Fait 1.4, 
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le stabilisateur Stab(a, r) induit unc endogenic dcfinissablc <fi de G vers les points 
colores d'un sous-groupe algebrique d'une puissance cartesienne de K + (ou de K* 
dans le cas vert). Comme le quotient d'un groupe algebrique par un groupe fini est 
encore algebrique, on peut supposer que <j) est un endomorphisme. 

Pour montrer que le noyau kei (j) est un groupe algebrique, il suffit de le mon- 
trer pour sa composante T-connexe N, car on travaille a l'interieur d'un groupe 
algebrique. 

Soit n generique dans N sur a. Le point na est done generique dans G et 
independant de n et de a. De plus, les clotures autosuffisantes (na) et (a) ont 
les memes points colores, le groupe engendre par r qui est clairement autosufBsant 
et done egal a (r) . 

Par le Lemme 1.2 et le fait que ./V est connexe et normale dans G, on a 

N = Stab(n/r) = Stab(a/r) = Stab(na/r). 

Le sous-groupe N est en particulier un sous-groupe du groupe algebrique H = 
Stabo (na/ acl(r)), le O-stabilisateur de tp (na/ acl(r)) dans le groupe algebrique 
ambiant. (Par acl(r), on designe la cloture algebrique reel de r.) 

Dans le cas collapse, nous avons elimination des imaginaires car il s'agit de corps 
de rang de Morley fini [16]. Dans le cas non-collapse, tout type sur un ensemble 
autosuffisant est stationnaire [13, Dernier paragraphe p. 1348]. En particulier, le 
type tp(na/ acl(r)) est stationnaire. 

Nous allons maintenant verifier que tp (na/ acl(r)) est l'unique type T-generiquc 
dans H ■ a. Par la caracterisation de la T-independance au-dessus d'un ensemble 
autosuffisant, on obtient les independances : 

n a , na a et na n. 

acl(r) acl(r) acl(r) 

Le Lemme 1.2 montre alors que H est connexe au sens de T et que tp (na/ acl(r)) 
est O-generique dans le translate H ■ na = H ■ a. 

Prenons un clement x dans H ■ a qui est T-gcncriquc sur r. A priori, la cloture 
(x, acl(r)) peut contenir des points colores qui ne sont pas dans acl(r), neanmoins 
nous avons l'inegalite suivante : 

RM(x/acl(r)) < 5(a;/acl(r)) < 2degtr(x/acl(r)). 

Notons que tp (a;/ acl(r)) = tp (na/ acl(r)), car x est aussi O-generique dans le 
translate H ■ a. En particulier, degtr(x/ acl(r)) = degtr(na/ acl(r)). 

Comme les points colores de (na) sont tous contcnus dans (r), la cloture auto- 
sufBsante (na) est la sous-structure engendree par no et (r). Comme na et acl(r) 
sont en amalgame libre au-dessus de (r), il suit que (na, acl(r)) est la sous-structure 
engendree par na et acl(r). Done 2degtr(na/ acl(r)) = RM(na/ acl(r)). 

On a alors que RM (x/ acl(r)) = 5(x/ acl(r)) = 2degtr(x/ acl(r)) ettp (x/ acl(r)) = 
tp (na/ acl(r)), ce qui entraine que 

(x, acl(r)) ~ (na, acl(r)), 

et done tp(x/ acl(r)) = tp(na/ acl(r)). Le type tp(na/ acl(r)) est l'unique T-generique 
dans H ■ a et ainsi N = H. 

Si G est un groupe infini dcfinissablc simple, le [5, Corollaire 3.9] implique que G 
est a isomorphisme pres un sous-groupe d'un groupe algebrique (et meme lineaire). 
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L 'image dc G par <f> doit etre triviale car elle est incluse dans un groupe abelien. 
On conclut que G est algebrique. 

Enfin, dans le cas noir, l'hypothese de simplicite n'est pas necessaire car les bases 
noires r, s et t obtenues au debut de la preuve sont necessairement triviales. 



Dans cette partie, nous decrirons completement les groupes definissables dans 
une fusion T de deux theories fortement minimales T\ et Ti a langages disjoints 
ayant elimination des imaginaires [8]. Rappelons que T est fortement minimale et 
son rang de Morley est induit par la prcdimension 



ou dimi et dim 2 sont les rangs de Morley respectifs de T\ et T 2 . 

Nous commencons par etudier les sous-groupes T-dchnissablcs d'un produit de 
groupes TVdefinissables. 

Lemme 5.1. Soient Hi des groupes J 1 *- definissables pour i = 1,2. Tout sous-groupe 
connexe K de Hi x Hi T -definissable est de la forme K\ x K2 avec Ki < Hi 
definissable dans la theorie Tj. 

Si le groupe K est definissable sur l'ensemble A, les groupes K\ et K2 le sont sur 
acl(A). La demonstration qui suit s'inspire de la preuve que la theorie de l'ensemble 
ab initio est plate [9]. 

Demonstration. On peut supposer que le langage est relationnel et que les groupes 
Hi, H2 et K sont definissable sur 0. Chaque element g de K s'exprime sous la forme 
9 = (ff^S 2 )- Pour le generique g de K, nous allons verifier que la projection de K 
dans la coordonnee i est egale au Ti-stabilisatcur de g l et que les coordonnees g 1 et 
g 2 sont T-indcpcndantes. Pour cela, nous considerons une suite de Morley {gi)i< w 
du generique de K. 

Remarquons que {gigj 1 ) H {gi'gj, 1 ) = Z C acl(0) est independant de (i,j) 7^ 
(i',j'). L'ensemble Z est autosufhsant comme intersection de deux ensembles auto- 
sufRsants. On considere X le plus petit sous-ensemble de acl(0) contenant Z clos 
par acli et acl2. Cet ensemble X reste autosufhsant car sa predimension sur Z est 
nulle. 

Fixons n > 0. Pour chaque i < j < n, l'element gigj~ l est aussi generique et par 
connexite a meme type que go- II suit que 



□ 



5. La fusion au dessus de l'egalite 



8(X) = dimipO + dim 2 (X) - \X\, 



')o<i<j<nA) < dimi((.g^) <A ; < n /X) < (n - 1) dimi(^/X). 



Notons 



> U ^gj 1 )- 



0<i<j<n 



Alors 



di mi (Y/X) = &m^{{g]g) 1 ) i<j<n /X) + d^Y / {g} g) \ <3<n X) 
< (n - 1) dim^gl/X) + ^ dim 1 ((.g,g- 1 } / ' g\gf l X) 



i<j 
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De meme, 

dim 2 (Y/X) < (n - 1) dim 2 (.g 2 /X) + dim 2 « 5o )/<7o*)- 

Comme X est autosumsant, on a 6(Y/X) > 0. Comme F est la reunion d'ensemblcs 
deux a deux disjoints au-dessus de X, on obtient en calculant cette predimension : 

< S(Y/X) = dim^Y/X) + dxm 2 (Y/X) -\Y\X\ 

epi < (n - 1) ^dimi(^/X) + dim 2 (g 2 /X) 

+ Q (dim^o)/^*) + dim 2 ((g )/g 2 X) - \(g ) \ X 
Done, 

< di mi (( 3o )/5o^) + dim 2 ((g Q )/g 2 X) - K<?o> \ X\ 
= 5{{g Q )/g Q X) + dim 1 ( 5o /go 1 ^) + dim 2 (g Q / g 2 X) - \g \X\. 

Notons que dirrii (<7o/<?o^O — Iffo \ avec egalite si et seulement si g 2 \ X est un 
uple de points Ti-independants sur g^X. De meme pour dim 2 (g /g 2 X). Comme 

\g \X\ = \g 1 \X\ + \g 2 \X\, 

on en deduit que 

dim^go/glX) + dim 2 (g /g%X) -\g \X\< 0. 
De plus, 8{{go) / goX) < et done par (*), on a 

S((go)/goX) = 

dim 1 ( 3 o/.9^) = |.g 2 \X| 
dim 2 (g Q /g 2 X) = \g l Q \X\, 

ce qui entraine que g$ et g 2 sont Tj-independants pour chaque i au-dessus de X. 
En plus, l'ensemblc g$X est autosumsant. Par la caracterisation de Tindcpcndancc 
dans la theorie de la fusion T, on obtient que gl est T-indcpcndant de g 2 sur X, et 
done ils sont T-independants car X est contenu dans acl(0). 

De plus, comme Tuple g 2 \ X est un uple de points Ti-indepcndants sur g$X, 
il suit que g\X est autosumsant dans goX, qui est lui-meme autosumsant. On 
en deduit que le type tp(<7o/X) est l'unique type de rang maximal dans le type 
stationnaire t-p 1 (g L / X) , car les elements de g$ \ X sont T 2 -independants sur X. 

On applique le Lemme 1.2 aux elements g^, g\ et g$ • g\ au-dessus de X dans 
le groupe Hi et on obtient que le tp 1 (gl/X) est le generique d'un translate d'un 
sous-groupe K\, qui est Ti-dcfinissable sur X, ainsi que son translate. Comme le 
type tp(<?o/^0 es t l'unique type de rang maximal dans tp^g^/X), on en deduit 
que Tuple g$ est l'unique T-generique dans K\ (au-dessus de X). La projection 
de K sur sa premiere coordonnee est alors egale a K\. De meme, Tuple g 2 est T- 
generique dans la projection K 2 de K sur sa seconde coordonnee et le groupe K 2 
est un sous-groupe de H 2 qui est T 2 -definissable sur X. 

Enfin, comme g$ et g" 2 sont independants et T-generiques dans K\ et K 2 respec- 
tivement, le point go = (ffo>ffo) est ^-generique dans K\ x K 2 et done K = K\X K 2l 
par connexite. □ 



A LA RECHERCHE DU TORE PERDU 



21 



Grace au lemme precedent, nous sommes maintenant en mesure de montrer l'as- 
sertion faitc dans [9] : les groupes definissables dans la fusion sur l'egalite sont essen- 
tiellement des produits de groupes definissables dans chacune des theories de base. 
Hrushovski introduit la notion de geometrie plate pour verifier que sa construction 
ab initio n'admet aucun groupe infini definissable. Sa demonstration n'utilise que la 
relation combinatoire portant sur les quatre droites de la configuration du groupe. 
Pour montrer le theoreme suivant, nous avons cherche une notion analogue relative, 
mais fmalement il suffit de suivre l'esprit de sa demonstration. 

Theoreme 5.2. Tout groupe connexe definissable dans une fusion fortement mi- 
nimale de deux theories fortement minimales, avec elimination des imaginaires, 
au-dessus de l'egalite est isogene a un produit de groupes definissables dans cha- 
cune des theories. 

Demonstration. Considerons G un groupe infini connexe T-dcfmissable. Par la suite 
on travaille toujours au-dessus d'une suite de Morley denombrable D. Considerons 
lc diagramme suivant, ou on identifie trois points generiques indepcndants a, b et c 
avec leurs clotures algebriques respectives. 



a 




On dcfinit les ensembles suivants de T-dimcnsions finies : 

A\ = (a,b,ab), A 2 = (a,c,ca), 

A3 = (ca, cab, b), A4 = (ab, c, cab), 

M = Ur=i A " A a =f\A i pour MsC {1, 2, 3, 4}. 

Do maniere analogue a [9, lemme 15], on trouve des ensembles finis autosuffisants 
Bi C Ai pour i G {1, . . . , 4} tels que, si on note 

n 

B = |jB J ct B 8 = P)S j pour0 9 6sc{l,2,3,4}, 

i—l iGs 

alors 

S((A $ )) = 5{{B 9 )) et S(B S ) = dim(A s ) 

pour tout s ^ 0. L'ensemblc -B1234 est autosuffisant comme intersection d'ensembles 
autosuffisants. De plus, il est contenu dans acl(0), car a et b sont T-indepcndants. 
On a 

RM(G) = Yl (-l) |s| dim(A s /B 1234 ) < ^ (-1 )^S(B S / B 1234 ) 

sC{1.2,3.4} sC{l,2,3,4} 

( 

= (-l) |s| dim 1 (B s /B 1234 )+ (-l) kl dim 2 (B s /B 1234 ). 

sc{l, 2,3,4} sC{l,2,3,4} 



22 



THOMAS BLOSSIER, AMADOR MARTIN-PIZARRO ET FRANK O. WAGNER 



La premiere inegalite ci-dessus suit du fait que dim(^40) < 5(13$). L'cgalite vient 
de la modularite de la cardinalitc. 

Par la suite, on travaille au-dessus de B 4234 , que Ton suppose ainsi vide. Pour 
chaque k = 1 , 2, on a par sous- modularite 

dim fc (B ) = dim fc (Bi) + dim k (B 2 B 3 B 4 / B 4 ) 

< dim^Bx) + dim k (B 2 B 3 B 4 /B 12 B 13 B 14 ) 

= dim fc (Bi) + dim k (B 2 B 3 B 4 ) - dim k (B 12 B 13 B 14 ) 

= dim fc (Bi) + dim fc (5 2 ) + dim k (B 3 B 4 / B 2 ) - dim k (B 12 B 13 / B 14 ) 

- dim fc (B 14 ) 

< dim fe (S 1 ) + dim fc (5 2 ) + dim k {B 3 B 4 / B 23 B 24 ) - dim k (B 12 B 13 / B 14 ) 

- dim fe (Bi 4 ) 

= dim fe (Bi) + dim fe (B 2 ) + dim k (B 3 B 4 ) - dim k (B 23 B 24 ) 

- dim k (B 12 B 13 /B 14 ) - dim fc (Bi 4 ) 

= dim fe (Si) + dim fe (B 2 ) + dim fe (B 3 ) + dim fe (B 4 /B 3 ) - dim fc (B 23 B 24 ) 

- dim fe (Si 2 Si 3 /_Bi 4 ) - dim k (B 14 ) 

< dim fc (Bi) + dim fe (S 2 ) + dim fe (B 3 ) + dim fc (B 4 /B 34 ) - dim fc (i?23-B24) 

- dim fe (Bi 2 Si 3 /_Bi 4 ) - dim k (B 14 ) 

= dim fe (Bi) + dim fe (S 2 ) + dim fe (i? 3 ) + dim fc (B 4 ) - dim fc (i3 34 ) 

- dim fe (B 23 B 24 ) - dim k (B 12 B 13 / B 14 ) - dim k (B 14 ). 

Comme B 23 B 24 implique B 23 ]^ B 24 , nous avons 

dim fc (-B ) < dim fc (_Bi) + dim fc (_B 2 ) + dim k (B 3 ) + dim fe (_B 4 ) - dim fe (B 34 ) 
- dim fe (Bi 4 ) - dim k (B 23 ) - dim fe (B 24 ) - dim k (B 12 B 13 /B 14 ). 

En developpant les series alternees dans (f), on obticnt 
2 

RM(G) < (dim fe (B 12 ) + dim fc (B 13 ) - dim fc (B 12 B 13 /B 14 )) 
fe=i 
= Ax + A 2 , 

ou A k = dim k (B 12 B 13 ) - dim k (B 12 B 13 /B 14 ). 
Par le Fait 1.5, on a 

a,b £ab 

7fc 

ou 7^ = aclfe(a, b) n ab, et en particulier, 

B\ 2 B 43 B\ 4 . 

Par la Remarque 1.6, on peut supposer de plus que j k est le generique dans le 
sens de la theorie T k d'un groupe *-definissable H k . Par superstabilite, comme H k 
est une limite inductive de groupes Tfc-defmissables, il existe un sous-uple fini Y k 
generique d'un groupe 7\-definissable connexe H' k tel que 

B\ 2 B 43 Bu, 

puisquc B\ 2 B 43 est fini. 
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Ainsi, 

A k = dim k (B 12 B 13 ) - dim k (B 12 B 13 / B 14 ) = dim k (B 12 B 13 ) - diuL k (B 12 B 13 /-f' k ) 

= dim fc (7^,) + dim fe (S 12J B 13 ) - dim^S^-B^) 

= dim fc ( 7 ^) - dim k ("f k /B 12 B 13 ) < dim^). 

Le Fait 1.4 donne une endogenic T-dcfinissable 

ip: G ->• H{xH 2 
ab i-)- (7^,7 2 ) 

En quotientant B' x x i? 2 par un produit de groupes finis contenant le conoyau, 
on peut supposer que p> est un homomorphisme de groupes, par elimination des 
imaginaires dans T\ et T 2 . 

Le Lemme 5.1 entraine que l'imagc <p(G) est un produit de groupes definissables 
dans chacune des theories. De plus, le point (71,72) est generique dans <p(G) et ses 
coordonnees sont T-independantes. Enfin, 

RM(G) < dimi(7i) +dim 2 ( 72 ) = dim( 7 ;,7 2 ) 

entraine que ab et (71, 7 2 ) sont T-interalgebriques et done G est isogene avec un 
produit de groupes definissables dans chacune des theories. □ 

Question. Existe-t-il une caracterisation analogue pour les groupes definissables 
dans la fusion fortement minimale au-dessus d'un espace vectoriel sur un corps fini ? 
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